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一、 书籍信息 
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二、 卡尔曼滤波器 主题与重点 

1. 什么是滤波？什么是卡尔曼滤波？ 

1) 卡尔曼滤波 

当随时间变化，且带有“噪声”地去估计事物的状态（变量），这种行为就是“滤波”。 

如果状态变量是离散的，可以用隐马尔科夫模型建模；如果状态是连续的，可以使用卡

尔曼滤波。 

 

2) 用小鸟飞行问题举例 

在丛林中看小鸟飞行，已知每次小鸟闪现时它的速度与位置，估计下一时刻小鸟的速度

与位置。 

小鸟每个时间点的状态可用 6 个连续变量描述：位置(Xt, 𝑌𝑦, 𝑍𝑡)和速度(Ẋt, �̇�𝑡, �̇�𝑡)。 

转移模型和传感器模型均用线性高斯分布的概率密度表示。 

令观察之间的间隔为∆，在观察间隔里小鸟速度不变，则位置更新表达式为Xt+∆ = 𝑋𝑡 +

�̇�∆。增加高斯噪声后，得到线性高斯转移模型： 

P(Xt+∆ = xt+∆|Xt = 𝑥𝑡 , Ẋt = �̇�𝑡) = 𝑁(𝑥𝑡 + �̇�𝑡∆, σ
2)(𝑥𝑡+∆) (2.1) 

图 2.1 给出了包含位置Xt和速度Ẋt的系统的贝叶斯网络结构。 

 

 

图 2.1  包含位置𝐗𝐭、速度�̇�𝐭及测量值𝐙𝐭的贝叶斯网络结构 

 



 

 

其中，转移模型是P(Xt+1 = xt+1|Xt = 𝑥𝑡 , Ẋt = �̇�𝑡) = 𝑁(𝑥𝑡 + �̇�𝑡∆, σ
2)(𝑥𝑡+1)，传感器模型

是P(Zt+1|𝑋𝑡+1)。 

 

2. 更新高斯分布 

两步滤波计算： 

（1） 如果当前分布𝐏(𝐗t|𝒆1:𝑡)是高斯分布，并且转移模型𝐏(𝐗t+1|𝒙𝑡)是线性高斯的，

则单步预测分布 

𝐏(𝐗t+1|𝒆1:𝑡) = ∫ 𝑷(𝑿𝑡+1|𝒙𝑡)
 

𝑿𝑡

 𝐏(𝐱t|𝒆1:𝑡)𝑑𝒙𝑡 (2.2) 

也是高斯分布。 

（2） 如果单步预测分布𝐏(𝐗t+1|𝒆1:𝑡)是高斯分布，传感器模型𝐏(𝐞t+1|𝑿𝑡+1)也是线性

高斯的，则更新后的分布 

𝐏(𝐗t+1|𝒆1:𝑡+1) = 𝛼𝐏(𝐞t+1|𝑿𝑡+1)𝐏(𝐗t+1|𝒆1:𝑡) (2.3) 

也是高斯分布。 

由此得出，卡尔曼滤波的 forward算子若选取一个高斯前向消息，该消息由均值𝛍t和协方

差矩阵𝚺t确定；则产生一个新的高斯前向消息𝐟1:t+1，该消息由均值𝛍t+1和协方差矩阵𝚺t+1确

定。 

因此，从高斯先验概率出发，用一个线性高斯模型进行滤波，在任何时间片都会产生一个

高斯状态分布。 

3. 一个一维实例 

卡尔曼滤波器的 Forward 算子将一个高斯分布映射到另一个高斯分布，这可以看作一个

根据原有的均值与协方差矩阵，计算新的均值与协方差矩阵的过程。 

建立时序模型：描述有噪声观察Zt的单一连续状态变量Xt的随机行走（random walk）。 

假设其先验分布为具有方差σo
2的高斯分布： 

P(𝑥0) = 𝛼𝑒
−
1
2
(
(𝑥0−𝜇0)

2

σo
2 )

 

转移模型在当前状态中增加了一个具有方差σ𝑥
2的高斯扰动： 

P(𝑥𝑡+1|𝑥𝑡) = 𝛼𝑒
−
1
2
(
(𝑥𝑡+1−𝑥𝑡)

2

σ𝑥
2 )

 

传感器模型具有方差为σ𝑧
2的高斯噪声： 

P(𝑧𝑡|𝑥𝑡) = 𝛼𝑒
−
1
2
(
(𝑧𝑡−𝑥𝑡)

2

σ𝑧
2 )

 

根据公式（2.2）可计算出单步预测分布： 

P(x1) = ∫ 𝑃(𝑥1|𝑥0)
∞

−∞

P(𝑥0)𝑑𝑥0 = 𝛼∫ 𝑒
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利用配方法，可将上式化简成： 



 

 

P(x1) =  𝛼𝑒
−
1
2
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(𝑥1−𝜇0)

2
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2+σ𝑥

2 )
 

可得，单步预测分布是一个具有相同均值𝜇0的高斯分布，其方差等于原来方差σo
2与转移

方差σ𝑥
2之和。 

根据公式（2.3）可完成更新步骤，即将z1条件化： 

P(x1|𝑧1) = 𝛼𝑃(𝑧1|𝑥1)𝑃(𝑥1) = 𝛼𝑒
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合并指数并配方后，得到新的高斯分布： 

P(x1|𝑧1) =  𝛼𝑒
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(2.4)

 

观察式（2.4），发现新的均值和标准差可以由原来的均值和标准差按照下面的公式计算

得到： 

μt+1 =
(σt
2 + σ𝑥

2)𝑧𝑡+1 + σ𝑧
2𝜇𝑡

σt
2 + σ𝑥2 + σ𝑧2

(2.5) 

σt+1
2 =

(σt
2 + σ𝑥

2)σ𝑧
2

σt
2 + σ𝑥2 + σ𝑧2

(2.6) 

对转移模型和传感器模型的特定取值的一轮更新可以由图 2.2 表示。 

 

图 2.2  对随机行走进行卡尔曼滤波器更新的一个周期内的各个阶段，由均值𝝁𝟎 = 𝟎. 𝟎、标准差𝛔𝐨
 =

𝟏. 𝟎给定先验概率分布，由𝛔𝒙
 = 𝟐. 𝟎给定转移噪声，由𝛔𝒛

 = 𝟏. 𝟎给定传感器噪声，第一个观察值是𝐳𝟏 =

𝟐. 𝟓(已在 x 轴上标出）。注意相对于𝐏(𝐱𝟎)，预测𝐏(𝐱𝟏)是如何被转移噪声拉平的。还要注意到后验分布

𝐏(𝐱𝟏|𝐳𝟏)的均值比观察值𝐳𝟏略偏左，因为这个均值是预测值与观察值的加权平均 

 

公式（2.5）和（2.6）的含义与通用滤波公式或者 HMM 滤波公式一直，但由于高斯分

布分特殊性质，有如下有趣的性质： 

（1） 新均值μt+1可看做新观察值𝑧𝑡+1和旧均值𝜇𝑡的加权平均，如果观察值不可靠（σ𝑧
2

很大），就更关注旧均值；如果旧均值不可靠（σ𝑥
2很大）就更关注观察值； 

（2） σt+1
2 独立于观察，因此可以事先计算出方差值序列； 

（3） 方差值的序列很快收敛到一个固定的值，这个值与σ𝑥
2和σ𝑧

2有关，由此可简化后

续计算过程。 



 

 

 

4. 一般情况 

上述推导在一维情况下进行，多维情况也有类似结果，只是均值与协方差的更新公式更

加复杂。 

将转移模型、传感器模型以及多元高斯分布式应用于 X-Y 平面上的运动物体追踪问题，

图 2.3(a)显示了物体的真实轨迹、一系列带有噪声的观察结果以及通过卡尔曼滤波估计得到

的轨迹，还画出了单一标准偏差轮廓线表示协方差。从图中可以看到该滤波过程确实很好地

跟踪了物体的真实运动，而且方差很快到达一个不动点。 

 

图 2.3 

(a)X-Y 平面上运动物体的卡尔曼滤波结果，显示了真实轨迹、带有噪声的观察值，以及通过卡尔曼滤波的

带的估计轨迹。 (b)对同样的观察序列进行二维卡尔曼平滑得到的结果。 

 

5. 卡尔曼滤波的适用性 

卡尔曼滤波器及其具体形式的应用： 

1) 经典应用：对飞行器及导弹的雷达跟踪，对潜艇和地面车辆的声学跟踪、车辆和人

的视觉追踪等； 

2) 更深奥的科学分支：根据云室相片重构粒子的轨迹； 

3) 根据卫星对地球表面的测量重构洋流； 

4) 任何通过连续状态变量与噪声测量来刻画的系统都可以应用卡尔曼滤波，这样的系

统包括纸浆厂、化工厂、核反应堆、植物生态系统以及国家经济。 

 

上面研究卡尔曼滤波器基于的假设是：线性高斯的转移模型和传感器模型，这是一个很

强的假设。 

因此引入扩展的卡尔曼滤波器，为了克服建模系统中的非线性。在一个系统中如果转移

模型不能描述为状态向量的矩阵乘法，这个系统就是非线性的。扩展卡尔曼滤波器的工作机



 

 

理是将某区域中的状态当做局部线性的，在此基础上对系统进行建模，此操作对光滑的、表

现良好的系统效果非常好。 

关于“不平滑”、“表现不良”的理解： 

追踪一只鸟飞行穿过树林。卡尔曼滤波器无论是常规的还是扩展的，都只会对鸟的位置

做出一个高斯预测，该高斯分布的均值会以树桩为中心，如图 2.4(a)。另一方面，关于鸟的

一个合理的模型应该能预测到鸟的躲避树桩的行为，从树桩的一侧或另一侧绕过去，如图

2.4(b)所示。这样的模型就是非线性的，因为鸟的决策的变化高度依赖于树桩的精准位置。 

 

 

图 2.4  一只鸟飞向一棵树（俯视图） 

(a) 使用单高斯分布的卡尔曼滤波器将预测鸟的位置中心在障碍物上； 

(b) 一个更真实的模型考虑了鸟的躲避行为，预测它将从树的一侧或另一侧飞过去 

 

处理以上问题目前标准的解决方法是切换卡尔曼滤波器，即多个卡尔曼滤波器并行地运

行，其中每个都使用不同的系统模型——例如一个直行，一个向左急转，一个向右急转。我

们使用这些预测的加权和，其权值依赖于每个滤波器对当前数据的适合程度。 

三、 一道习题 

习题 15.12 

让我们考察一下公式(2.5)和(2.6)中方差更新的行为表现。 

a. 在给定不同的σx
2和σ𝑧

2取值下，绘制出作为 t 函数的σ𝑡
2取值图像。 

b. 证明：此更新过程存在一个不动点σ 
2，满足当t → ∞时，σ𝑡

2 → σ 
2。计算σ 

2的值。 

c. 对当σ𝑥
2 → 0时以及当σ𝑧

2 → 0时所发生的事情给出一个定性的解释。 

 

解： 

a. 给定不同的σx
2和σ𝑧

2取值下, t 函数的σ𝑡
2取值图像。 

分别取值：σx
2 = 0.1，σ𝑧

2 = 1.0；σx
2 = 1.0，σ𝑧

2 = 1.0；σx
2 = 10，σ𝑧

2 = 1.0。 



 

 

 

图 3.1  不同𝛔𝐱
𝟐和𝛔𝒛

𝟐取值下 t 函数的𝛔𝒕
𝟐取值图像 

 

从上图可以说明，σx
2和σ𝑧

2更相近时，卡尔曼滤波效果更好，所以选取合适的σx
2和σ𝑧

2值对

于卡尔曼滤波性能非常重要。 

 

b. 此题可用反证法证明 

假设存在不动点σ 
2，当t → ∞时，σ𝑡

2 = σ𝑡+1
2 ，令其等于σ 

2，可得 

σ 
2 =

(σ 
2 + σ𝑥

2)σ𝑧
2

σ 2 + σ𝑥2 + σ𝑒2
 

将σ 
2视作未知数，解二元一次方程组，可得 

σ 
2 =

−σ𝑥
2 +√σ𝑥4 + 4σ𝑥2σ𝑧2

σ𝑧2
 

等式右边为一个恒大于等于 0 的数，假设成立。 

故存在不动点σ 
2，且σ 

2 =
−σ𝑥

2+√σ𝑥
4+4σ𝑥

2σ𝑧
2

σ𝑧
2 。 

 

c. 当σ𝑥
2 → 0时，由σ 

2 =
−σ𝑥

2+√σ𝑥
4+4σ𝑥

2σ𝑧
2

σ𝑧
2  

可得t → ∞时，σ → 0 

说明当转移模型的精确度极高（方差趋近 0）时，滤波后方差也趋近于 0。 

当σ𝑧
2 → 0时，σt+1

2 =
(σt
2+σ𝑥

2)σ𝑧
2

σt
2+σ𝑥

2+σ𝑧
2 = 0 

说明当传感器的精确度极高（方差趋近 0）时，滤波后方差也趋近于 0。 

 


