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摘要：本文通过阅读《Artificial Intelligence: A Modern Approach》书中的“Constraint 

Satisfaction Problems”章节，着重讲述了回溯法解决地图着色的问题。首先，对文中的

地图着色的现实问题转化为数学模型，并画出约束图，列出变量、值域、约束关系等。

然后通过一次回溯搜索的实例，采取最简单的顺序检索和时序回溯的策略，形象地展示

出回溯搜索的整个过程，并列出搜索树。可以发现，回溯搜索的搜索树叶结点大大减少，

可以减少时间复杂度。然后，进一步研究对该算法的性能优化的方法，分别介绍了文中

的前向检验、带冲突指导回跳的回溯、度启发式、最少剩余值启发式、最少约束值启发

式等方法，并引用了课后的一道习题进行验证与实践。其中，前向检验和建立冲突集的

过程可以同步完成，减少计算量，在为搜索树减枝的同时减小回溯的代价；三种启发式

的运用可以分别解决变量的取值以及赋值的顺序的问题，同样能够减小时间复杂度。 

 为将回溯法与信息网络中的应用联系起来，我还进行了文献查阅，发现该算法与数

学模型能够应用在 GSM 系统以及蜂窝系统的信道分配问题中。这启示我们，基本的数

学模型与算法往往是普适性的，在求解新的问题中，如何将其联想抽象成底层模型，并

运用已有的高性能算法进行求解，是其中关键的步骤。 
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二、问题意义 

（1）研究问题 

本章要讨论的是如何使用回溯法解决约束满足问题（CSP），即对于一组变量，如何

使每个变量都被赋值且同时满足所有关于变量的约束，也就是相容的、完整的赋值。 

（2）问题实例：地图着色问题 

 

图 1 着色问题 

上面的澳大利亚地图显示了每个州及边界，任务是对每个区域涂上红色、绿色或

者蓝色，要求相邻的区域颜色不能相同。 

 

三、思路方法 

针对上述地图着色问题，首先将它抽象为数学模型约束满足问题，分别定义它的变

量、值域、约束关系等。然后列举了普通回溯搜索过程，得到了一组满足的解。为了进

行性能优化，分别通过改变变量和取值顺序、搜索与推理交错进行、采用向后看的方法

进行改进，得到代价更小的搜索过程。 

  （1）问题抽象 

 将 此 任 务 形 式 化 为 CSP ， 首 先 要 将 图 中 的 区 域 定 义 为 变 量 ：

X={WA,NT,Q,SA,NSW,V,T}。每个变量的值域是集合 D={R,G,B}。约束是要求相邻的区

域染成不同的颜色，因此约束关系有 9 个元组：C={SA≠WA,SA ≠NT,SA ≠Q,SA 

≠NSW,SA ≠V,WA ≠NT,NT ≠Q,Q ≠NSW,NSW ≠V}。把 CSP 可视化地表示成如

图所示的约束图，图中结点对应于问题的变量，变量间的连线表示两者之间有约束。 



 
图 2 约束图 

  （2）简单的回溯搜索 

 回溯算法应用了深度优先算法，它不断选择未赋值的变量，轮流尝试变量值域中的

每一个值，试图找到一个解。一旦检测到不相容，则回溯失败，返回上一次调用尝试另

一个值。其具体着色过程如下图所示。 

 

 
图 3 回溯算法示意图 



 画出回溯搜索过程的部分搜索树，我们可以发现，由于约束关系的制约，搜索树

得以显著得减小。若采用穷举法，叶结点的个数为 n!*dn，而采用回溯搜索法，叶结点

的个数减少到 dn个。 

 

图 4 搜索树 

  在上述的例子中，我们默认第一个开始赋值的点为 WA，且取点和取值的顺序都是

固定的。为提高性能，本章采取以下三种措施：优化变量和取值顺序；搜索与推理交错

进行；进行智能回溯。 

（3）变量和取值顺序 

⚫ 对于选择第一个着色区域，可以采用度启发式。通过选择与其他未赋值变量约束最

多的变量来试图降低未来的分支因子。将变量与其他未赋值变量的约束数量称为度，

当选择第一个变量进行赋值时，应当选择度最大的变量进行赋值。 

⚫ 对于变量选择的顺序，可以采用最少剩余值（MRV）启发式。它选择“合法”取值

最少的变量，那么 MRV 启发式可以更快的检测到失败，从而避免其他无意义的搜

索继续进行，达到对搜索树减枝的效果。 

⚫ 对于变量的取值顺序，可以采用最少约束值启发式。他优先选择的值是给邻居变量

留下更多的选择，试图为剩余变量剩余变量赋值留下最大的空间。 

  （4）搜索与推理交错进行 

 除了直接通过搜索来求解，推理也是一种重要的方法，可以在搜索前缩小变量的值

域空间。最简单的推理形式是前向检验，只要变量 X 被赋值了，就对它进行弧相容检

查：对每个通过约束与 X 相关的未赋值变量 Y，从 Y 的值域中删去与 X 不相容的那些

值。 

  （5）智能回溯：向后看 

 智能回溯能够更快的处理回溯失败的情况。简单的时序回溯在回溯失败时，仅采取

简单的处理原则：退回时间最近的决策点并尝试另一个值。而智能回溯的回跳方法是退

回到可能解决这个问题的变量，也就是跟踪与此刻冲突的一组赋值的冲突集，并回溯到

冲突集中时间最近的赋值。算法在检验合法值时保存冲突集，如果没有找到合法值，那

么它按照失败标记返回冲突集中时间最近的元素。 

 



四、习题分析 

 针对上述改进的回溯算法，可以将其运用到以下习题中进行解答，进一步加强理解。 

   （1）题目 

考虑有 8 个节点 A1、H、A4、F1、A2、F2、A3、T 的图。Ai与 Ai+1相连，每个 Ai与

H 相连，H 和 T 相连，T 和每个 Fi 相连。使用如下对策对图着三种颜色（R、G、B）：

前向检验，带冲突指导回跳的回溯，度启发式确定第一个变量，最少剩余值启发式确定

变量顺序，最少约束值启发式确定取值顺序。 

 

图 5 习题的约束图 

（2）解答 

首先根据度启发式确定第一个变量，H 的度为 5，它的值最大，因此第一个给 H 赋值，

即令 H=R。 

 然后根据前向检验对所有点的值域进行缩减，从而减少计算量。 

根据最少剩余值启发式确定变量顺序，此时 A1、A2、A3、A4 的值域都为 2 个合法

选择，而其余未赋值点值域为 3 个，因此可在 A1、A2、A3、A4 中随机选取一个作为下

一个赋值的变量。这里选择 A1赋值为 G，再一次进行前向检验的推理。在这个过程中，

要同时对冲突集进行跟踪记录，便于搜索失败时及时找回到冲突的点。可以得到下表。 

表 1 前向检验和冲突集 

 

 同理依次对后面的 A2、A3、A4都进行赋值，下面的图列出了赋值的过程。 



 

图 6 A2、A3、A4的赋值 

下一步将选择 T 进行赋值，此时 T 的值域为{G,B}。根据最少约束值启发式，要给

邻居变量 F1 和 F2 留下更多的选择，因此选择 G。以此类推，最终得到正确的一组解如

下图所示。 

 

图 7 习题的正确解 

 

五、启发思考 

本次阅读内容来源于老师推荐的这本人工智能书本中的章节，并对一道习题进行了

深入分析。本章涉及到的约束满足问题以及回溯搜索算法在人工智能以及信息网络领域

都很有意义。通过查阅其他文献，发现它可以应用于 GSM 通信系统中，为了避免相邻

基站之间的干扰因而要求相邻的基站之间不能采用相同的频率来进行通信的情况，以及

蜂窝系统中的信道分配问题。
【2】

所谓信道分配，就是用尽可能少的信道数，满足蜂窝小

于话务需求和电磁兼容限制，对各小区进行信道分配。例如，可以要求小于等于 1 个单

位距离的两个集合站使用的信道的最小间隔数为 2，小于等于 2 个单位距离的两个集合

站使用的信道的最小间隔数为 1，每个基站只分配一个信道，进而可以将该模型抽象为

地图着色问题，使用回溯算法进行解决。这里给出论文中最终计算得到的一种信道分配

结果。【1】 



 

图 8 信道分配结果 

 实际上，在新技术出现的时候，科学的研究也会遇到新的问题。然而，只要具备了

进行数学建模的能力，我们可以将新的问题抽象成旧的模型，采用已经具有的技术和算

法来进行求解。一些具有高度适配度的基础模型，往往也可以套用在很多新兴技术上，

作为基础和参考，提高他们的性能。本文中提到的问题就可以被这样运用。无论是应用

到地图着色问题，还是运用到信道分配问题，都可以被建模为：约束满足问题。 
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